Kapitel 8: Die Simulation der Verteilung einer Zufallsvariablen

Kapitel 8 Ldsung8.2
Gezogene Zufallszahlen xy; x,y T [10, 20]
Aufgabe 8.1 295,12 133,86 137,13 181,05 | Intervall | Vertelung | Haufigkeit| Dichte
203,81 231,71 299,80 360,04 [ 100-120 0,02 2 0,02
Ein Projekt habe die folgenden moglichen Konsequenzen (Kosten in €) und deren Lo S8 2oLee TS0 | 0% > o
Waetrscheinlichkeiten. Zeichnen Sie das Risikoprofil des Projekts 161,80 23033 188,10 326,03 | 161-180 | 0,26 8 0,08
251,76 313,73 175,36 236,52 | 181-200 0,45 9 0,19
20000 22000 24.000 26.000 331,46 338,07 184,01 22363 | 201-220 0,54 9 0,09
01 025 035 030 160,82 19409 20235 34448 | 221-240 | 0,68 g 0,14
217,59 246,45 242,41 24562 | 241-260 0,76 8 0,08
Losung 81 176,98 264,14 233,10 161,85 | 261-280 0,85 9 0,09
192,03 240,50 353,64 250,89 | 281-300 0,01 6 0,06
162,41 299,69 234,71 256,13 [ 301-320 0,93 2 0,02
1-P(x) Risikoorofil Kosten 231,03 267,00 149,57 206,40 | 321-340 0,98 5 0,05
1 128,49 168,58 322,99 193,67 | 341-360 1 2 0,02
08+ 283,37 184,99 27150 173,97 | 361-380 T 0 0
064 139,11 251,39 179,33 208,51 | 380-400 T 0 0
0ad 256,71 187,21 199,16 337,17
0z 159,52 350,54 336,30 258,05
: 250,52 155,34 298,96 140,67
0 ' : : ' : ' ' ' 212,32 342,69 33828 230,46
27000 26000 25000 24000 23000 22000 21000 20000 19000 334’47 229,89 299,46 236,77
Kosten 124,12 131,99 23256 149,67
158,77 177,63 117,69 151,93
200,89 301,07 141,49 241,09
234,36 269,57 16546 166,76
Aufgabe 8.2 Verteilungsfunktion x - y; x,y T [10, 20]

P(X)

Fdls Se en Tabdlenkdkulaionsgprogramm mit integriertem Zufalszahlengenera
tor bestzen: Definieren Se zwe undchere, unabhéngige Varidblen, die jewels in
dem Intervdl [10, 20] eine Glechvertellung aufweisen und verknipfen Se de
multiplikativ. Fihren Sie hundet Ziehungen durch (Tip: Definieren Se fir jede
Ziehung ene extra Zeld), ordnen Se die Ergebnise in asfgegender Rehenfolge
und zeichnen Siedie Vertellungsfunktion.
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Aufgabe 8.3

Der Direktor des stédtischen Museums, Dr. Danke, wird vom Stadtkdmmerer g
fragt, mit welchen Besucherzdilen er im ndchgen Jahr rechnet. Danke telt die
Besucher in drel Kategorien ein: Studenten, Touristen und Songtige.

Untergrenze Dichtester Wert Obergrenze
Studenten 800 900 1200
Touristen 1.000 1300 1600
Sondige 1.500 2000 3.000

Die Besuchezahlen diesar drei Kategorien hdlt e fir sochadisch unabhéngig
voneinander. Fir jede Kategorie glaubte er, die Vertelung durch ene Dreiecksver-
teilung hinreichend gut annéhern zu kdnnen (Tabelle).

(@ Vesuchen Se de Vetdlungsunktion ener Dreecksvertdlung mit  den
Parametern a (Untergrenze), b (dichtester Wert) und ¢ (Obergrenze) abzulei-
ten.

(b) Dr. Danke schiggt die Lésung zu Aufgabe (a) nach; Selautet

2
P ="
(c- a)(b- a)
2
P(X) =1- &
(c- a)(c- b
Erzeugen Sie mit Hilfe dieser Funktionen (und moglichs mit Hilfe eines
Computers) ein Riskoprdfil der Besucherzahlen.
(©0 Der Kémmerer deutet an, dal3 das Museum geschlossen werden muf3, wenn es

nicht mindestens 4.500 Besucher im Jahr anzieht. Wie grol3 igt die Chance,
dal3 diese Zahl Uberschritten wird?

furx £b

furx >b

L6sung 8.3

(@ Fur die Wahrschenlichkeit im Interval [Untergrenze, Dichtester Wert]
(aufsteigender Ast) gilt:
_ (b- @ >max
Pan =5

Fur die Wahrschenlichkeit im Interval [Dichtester Wert, Obergrenze] (fal-
lender Ast) gilt:
_ (c- b)>max
Pog =5

Dadie Summe der Wahrscheinlichkelt 1 ergeben muf3, gilt:

(b- a)xmax _ (c- b) xmax !
2 2
((b- &)+ (c- b)) xmax _

2
(c- a)><max:
2

1

(e}

1

(e}

1

Es snd je zwel Punkte auf dem seigenden und falenden Ast der Dichtefunktion
bekannt:

- geigender Tell: (& 0) und (b, max)

- fdlender Tail: (b, max) und (c, 0)

dlgemeine Garadenglechung: y=mx+n

Steigung berechnen fiir den steigenden A<t der Dichtefunktion:

_ max
" b-a
2
ms—mo-oomvo—w—
(c- a)xb-a)

Einsetzen eines bekannten Punktes auf dem steigenden A der Dichtefunktion und
Auflésen der Geradengleichung nach demy -Achsenabschnitt n.

max

oX = xp+n
(b- a)
_ max:b _max:(b-a) max:b _ maxca
P n=max- = - =-
(b- a) (b-a) (b-a)  (b-3)
2
_ (c-a) _ 2a

(b-a) (c-a)Xb- a)

Einsetzen von m und niin die Geradengleichung:



Kapitel 8: Die Simulation der Verteilung einer Zufallsvariablen 33

2% 2a 2x - 2a . Erzeugung zufalliger Besucher zahlen
y= - = forx £b Studenten Touristen  Songtige
(c-a)xb-2a) (c-a)xb-a) (c-a)xb-a) z£P(b) 846 1225 2123 mit Umkehrfunktion errechnet
z>P(b) 863 1345 2149 mit Umkehrfunktion errechnet
Zur Ermittlung der Verteilungsfunktion muB3 das Integral unter dem steigenden Ast Zufdlszahl 7 0,05376956 0,28218169 0,5176994 in Umkehrfkt. einzusetzender Wert
der Dichtefunktion ermittelt werden. Dies erfolgt mittels der Subgtitutionsregel  der 846 1225 2149 Smulierte Besuchazahlen
Integral rechnung: 4220 Gesamtbesuche zahl
Simulation
b x ) Simulationser gebnisse
— X- g 3810 Lauf 1 Intervalle Dichte Relative Haufigkeit
PX)= O (X)dxm 3825 Laf 2 4000 0,09 %
a 3999 ... 4200 0,26 9
X - )’ ) 4054 4400 0,23 8
b Px)=—————~——  fUrx£b 4069 4600 0,14 5
(c- a)(h- a) 4078 4800 0,14 5
4101 5000 0,11 4
Andoge Vorgehensweise auf dem fallenden Ast der Dichtefunktion. jﬁg 5200 0,03 1
1 35
(b) Gegben:  Vereilungsfurktion der  stochastisch  unabhéngigen  Besucher- 414 Verteilung
4195 4000 0,09
gruppen _ 4200 4200 0,34
Wirkungsmodell: . ) 4237 4400 0,57
Gesamtbesucherzahl = Studenten + Touristen + Sonﬂlge 4258 4600 0,71
Bekant:  P(x)=1-RX) 4288 4800 0,86
4298 5000 0,97
Die Tabdlenkakulation zieht eine Zufallszahl zwischen 0 und 1. Dieser Wert wird 4316 5200 1,00
ds Verdlungswert fir eine Besuchergruppe interpretiert. Mit Hilfe der Umketr- 4335
funktion der Vertdlungsfunktion wird die Zahl der Besucher fir d@ne Besucha- 4362 Risikopr ofil
gruppe ermittelt. Dabei wird die Dreiecksverteilung beriicksichtigt, indem die Zu- 4397 4000 091
falzahl mit dem Vertdlungswert des dichtesten Wertes verglichen wird und dann 4421 4200 0,66
! . . . h . 4454 4400 0,43
die Umkehrfunktion fir x £ b bzw. x > b verwendet wird. Die so bestimmten Besu- 4500 4600 0.29
cherzehlen je Gruppe werden addiert, um eine Gesamtbesucherzahl zu erhaten. 4559 4800 0:14
Dieser Vorgang wird n-ma wiederholt. Nach n Simulationsdurchldufen kann die 4568 5000 0,03
relative Haufigkeit fir bestimmte Intervalle der Gesamtbesucherzahl festgestellt 4621 5200 0,00
werden. Daraus kann eine Verelung und schlielich ein Riskoprofil fur die Ge- 4629
samtbesucherzahl ermittelt werden. 4640
4731
B . . | 4762
erechnung der Umkehrfunktion fir x £ b: 4900
) 4939
X- 4958
Po) =228 b PG (c- a)(b- a) = (x- a)? il
(c-a)b- a)
5307 Lauf 35

P x=,P(x)X(c- a)(b-a) +a firx£b

Andoge Berechnung der Umkehrfunktion fir x > b.
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Verteilungsfunktionen

Besucher Studenten Touristen Sonstige Simulierte Verteilung der Gesamtbesucherzahl
800 C 0 0
900 0,25 0 0
1000 0,66666667 0 0
1100 0,91666667  0,05555556 0
1200 1 0,22222222 0
1300 1 0,5 0
1400 1 077777778 0
1500 1 0,94444444 0
1600 1 1 0,01333333
1700 1 1 0,05333333
1800 1 1 0,12 \ \ , , \ ,
1900 1 1 021333333 0,00 ' ' ' ' ' '
2000 1 1 0,33333333 4000 4200 4400 4600 4800 5000 5200
2100 1 1 0,64 Besucher
2200 1 1  0,71555556
2300 1 1 0,78222222
2400 1 1 0,84 i ;
2500 1 1 0,88888889 Risikoprofi
2600 1 1 0,92888889
2700 1 1 0,96
2800 1 1 0,98222222
2900 1 1  0,99555556
3000 1 1 1

Verteilungsfunktionen

4000 4200 4400 4600 4800 5000 5200

17 -

Gesamt Besucher zahl

P()
o
o1

() Ein jéhrliche Besucherzehl von 4500 wird mit 42% Wahrscheinlichkeit (ber-
schritten.

= 7 7 Studenten
Touristen
Sonstige

L P LLLLP PP

Besucherzahl



Kapitel 8: Die Simulation der Verteilung einer Zufallsvariablen

Aufgabe 84

Im folgenden Entscheidungsbaum snd dreé Strategien moglich. Berechnen  Sie
deren Riskoprofile.

Losung 84

Strategieb Sraegiea,  Strategiea,
p 045|055 | 027|073 027§05=0135 027005+ 0,73=0,865
x| 10 0 8 15 0 15

Risikoprofile

09+ Sa1 und Sy schneiden sich, keine Dominanz

0,8 T |
0,7 T
0,6 T

1 Sp wird von Sa und Sy stochastisch dominiert
05 T ol sal
0,4 T .

0,3 T
02T
0,1T

Aufgabe 85

(@ Chadteriseren Se die Entschedungsstuationen, in denen sch ene Simula
tion anbietet. Welche Voraussatzungen miissen erfilllt sein?
(b) Diskutieren Sedie Problemeeiner Smulation bei mehreren Ziden.

L6sung8.5

@ Voraussstzungen:

— Dichte- bzw.Vertellungsfunktion muf3 bekannt oder schdzbar sein, z.B.
Erwartungswert und Streuung einer normalverteilten Ereignisvariblen.

— Be dochagtisth abhéngigen Vaiablen braucht man zusitzlich Einschét-
zungen der Kovarianzen.

— Bd mereaen Erdgnisvaridblen, die aggregiet werden, mud ene gedgne
te Aggregationgunktion bestimmt werden.

— Die Umkehrfunktion muf3 analytisch oder ndherungsweise bestimmt wer-
den.

Charakterisierung der Entscheidungssituation:
—  komplexes Wirkungsmoddl
— mehrererdevante Ereignisvariablen

() Anders ds be der Beschrankung auf ein Zid, fihrt die stochestische Domi-
nanz bzgl. eines Zies in enem Entscheidungskontext mit mehreren Ziden
nicht dazu, dad eine Strategie diminiert werden kann. Grundsétzlich lassen
sch Smulaionen aber auch bei mehreren Ziden problemlos durchfiihren. Es
snd sichelich zusizliche Uberlegungen in bezug auf die Verknipfung der
Simulationsergebnisse zu einem erwarteten Nutzen (multiattributiv) anzustd-
len.

Aufgabe 8.6

Der Umsatz eines Unternehmens ergibt sich aus der Summe der normaverteilten
Umsidtze der Produkte A, B und C. Die folgende Tabelle gibt die Parameter der
jeweiligen Normadverteilungen an. Berechnen Sie andytisch die Gesamtvertelung
des Umsatzes.

Produkt | Erwartungswert Standardabwel chung

A 1Mio.€ 0,5Mio. €
B 2 Mio.€ 0,5Mio. €
C 4 Mio.€ 1,5Mio. €
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Lésung 8.6

Der Gesamtumsatz igt gleich der Summe der Einzdumsdize. Der Erwartungswert
der Umsdizeist dann gleich:

EW(Gesamtumsatz) = EW(Umsatz A) + EW(Umsatz B) + EW(Umsatz C)
=1+2+4=7[Mio. €]

Da die Umsitze ds dochagtisch unabhdngig angenommen werden, gilt fir die
Varianz der Summe:

Var(Gesamtumsatz) = Var(Umsatz A) + Var(Umsatz B) + Var(Umsatz C)
=05°+05° +15° = 2,75 [Mio. €]

Die Streuung betrégt:
s(Gesamtumsatz) = OV ar(Gesamtumsatz) = (2,75 = 1,66 [Mio. €]
Diegemeinsame normavertelte Verteilungsfunktion lautet dann:
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