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Kapitd 7

Aufgabe 7.1

Weche Wahrschenlichketsnterpretationen  liegen den  folgenden Aussagen  zu-

grunde:

(@ Die Wahrscheinlichkeit, mit zwel Wirfeln acht oder mehr Augen zu werfen,
betrégt 5/12.

(b) Pdlitiker: Die Chance fir einen Sieg der SPD bel der n&chsten Wahl ist 55%.

(© Fubdlspider: In der néchsten Saison gteigen wir mit Sicherheit in die zweite
Bundedigaauf.

(d) DieWahrscheinlichkelt, dal? das Kind ein Junge wird, betrégt 100/206.

() Die Unfalwahrscheinlichkeit auf Bundesstral?en ist erheblich hoher ds auf
Autdoahnen.

Losung 7.1

(@ symmetrisch:
- aus Eigenschaften des Wrfels gefolgert
- Prinzip des unzureichenden Grundes (Laplace)
(b) subjektiv:
- Einschétzung einer Person
- nicht Uberprifbar
(© subjektiv
(d) frequentigtisch:
- reldive Haufigkeit des Ereignissss gemessen aufgrund von Wiederholungen
dnesVorganges
- Annahme der identischen Wiederholbarkeit des Ereignisses
(e frequentigtisch

Aufgabe 7.2

Se hdren die folgenden Aussagen eines Bekannten und wollen gerne wissen,
welche subjektiven Wahrschenlichkeiten e mit  diesen  Aussagen  ausdriicken
wollte.  Schidtzen Se zu jeder Ausssge die Mindet- und de
Héchstwahrscheinlichkeit.

(@ Wahrscheinlich werdeich ndchsesMa F.D.P. wahlen.

(b) Esig eher unwahrscheinlich, dal? die Meerssich wieder versshnen werden.

(© Ich bin Ubezeugt, ich kénnte den Job menes Chefs ebensogut machen wie
e.

(d) Nach der letzten Statigtik-Klausur habeich ein ganz gutes Gefihl.

(© Den Schirm kannich unmdglich in der Stral3enbahn vergessen haben.

Laseen Sie auch en paar andere Personen diese Wahrscheinlichkeiten schédizen und
emitteln Se die Spanne zwischen der niedrigsten genannten Mindest- und der
hdchsten Hochstwahrscheinlichkeit zu jeder Aussage.

Lbsung7.2

Da es dch hier um subjektive Wahrscheinlichkeiten handdt, wollen wir Ihren

Intervalangaben nicht vorgreifen. Die Aufgebe solite Se aber dazu anregen, Uber
die Unschérfe von verbaen Wahrscheinlichkeitsaussagen nachzudenken.

Aufgabe 7.3

In ener Klengadt verteilt sSch die Anzahl der pro Tag gemedeen
Fahrraddiebstéghlewiefolgt:

0 1 2 3 4
30% 25% 22% 16% 7%

Errechnen und zeichnen Sie die entsprechende Vertellungsfunktion.

Lésung7.3

Verteilungsfunktion

P(x)

0,8
0,6

0,4
02 T

0 1 2 3 4
Anzahl Fahrraddiebstéhle



Kapitel 7: Die Generierung von Wahrscheinlichkeiten

25

Aufgabe 7.4

Be der Persondplanung mu die Fluktuation im Bereich des Vertriebs geschétzt
werden. Aufgrund von Erfahrungen wird folgende Vertellung der Anzahl von Be-
schéftigten, dieim néchgten Jahr kiindigen werden, geschétzt.

40-100 101-120 121-140 141-160 161-200
5% 20% 35% 3% 10%

Behanden Se die Peasonenzadl ds detige Vaiale und zechnen Se die
Dichtefunktion dieser Verteilung.

Ldésung 7.4
Dichtefunktion Vertriebsfluktuation
P()
0,02 0,018
0,015
0,015
0,01
0,01
0,005 00008 0,0026
0+ . . . . ]
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Anzahl Kiindigungen
Aufgabe 7.5

Fur die vorausschtlichen Kosten ener Entwicklung wird folgende Vertelung
gben:  Mit  25%  Wahrscheinlichkeit  200.0000250.000 €, mit 60%
Wahrscheinlichkeit  250.000-300.000 € mit 15% Wahrschenlichket  300.000-
400.000 €. Innerhab jedes Intervals wird eine Rechteckverteilung angenommen.

(@ Zechnen Siedie Dichtefunktion und die Verteilungsfunktion.

(b)) Man mochte die setige Variable ,Entwicklungskosten” diskretiseren und nur
dre  Auspréagungen betrachten. Welche Ausprégungen wirden Sie  nehmen
und welche Wahrscheinlichkeiten wirden Sie ihnen zuordnen? Zeichnen Se
fir diesen Fal die Wahrscheinlichkeitsfunktion und die Verteil ungsfunktion.

L6sung7.5

@

©)

0012

001

0,008
P'(x) 0,006 0.005

Dichtefunktion

0,012

0,004
0,002
01

0,0015

150 200

P(x)

0.8
0.6
0.4
0.2

250 300 350 400

Kosten

Verteilungsfunktion

07
150

Am geeignetsten zur Approximation der gdetigen Vaiable igt die Wahl der
Mitte der Intervale: 225, 275, 350. Der Erwartungsvert der stetigen Variable
is 273,75 (wie bei der diskretiserten Varigble). Man kann sch sehr lecht
Uberlegen, dald das immer so sein muld (gleiche Erwartungswerte), wenn man
bel ener dlckwese linearen detigen Vertelungsfunktion nur die Mittel -
punkte der enzelnen Intervalle beriicksichtigt.

450
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Dichtefunktion

p(x)
07T
06T
057
047
037
027
017 lT
0 — ; ; — ; ; F——
200 220 240 260 280 300 320 340 360
Kosten
Verteilungsfunktion
P(x)
12T
1 -
08 T
06 T
04T
02T
0 ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; |
150 175 200 225 250 275 300 325 350 375 400 425 450
Kosten
Aufgabe 7.6

Es ig abzuschétzen, wievide neue Arbetsplétze in einer Region durch die Ein-

richtung enes Technologieparks geschaffen werden konnten. Die engesstzte Pro-

jektgruppe erarbeitet folgende Parameter der Wahrscheinlichkeitsverteilung:

- Mindestens werden 100 neue Arbeitspl&tze geschaffen.

- Der 20%-Punkt liegt bei 130, der 40%-Punkt bel 150, der 60%-Punkt bei 165,
der 80%-Punkt bel 220 Arbeitsplétzen.

- Maxima erscheinen 400 Arbeitspléize ds moglich.

@ Zeichnen Se die Vertelungsfunktion, indem Se die genannten Punkte linear

verbinden.

b) Wie wahrscheinlich ist es, dad mehr ds 200 neue Arbeitspldtze geschaffen
werden?
c¢) Wiewahrscheinlichist es, dal3 150-180 Arbeitsplétze geschaffen werden?

L6sung7.6

@

Verteilungsfunktion

P(x)
0T
06T
0.4
02T

0 T T 1
0 100 200 300 400

Anzahl Arbeitsplatze

(b) P(200) = 0,6+ 35x0,8—0,6)/ (220 — 165) = 0,73
b 1-P200)=1-073=027

(0 P(180)—P(150) =0,65—04=0,25

Aufgabe 7.7

Vor der Einrdumung eines Warenkredits an die Wackd GmbH & Co KG versucht
en Lieferant, sch ein Bild von der Bonité des Unternehmens zu machen. Er
vermutet aufgrund seiner  bisherigen  Informationen mit 90% Wahrscheinlichkelt,
da3 er keine Forderungsverluste eleden wird. Um dcher zu gehen, befragt e
seine Hausbank. Diese bezeichnet nach seinen friheren Erfahrungen gute Kunden
vorher in 95% der Auskinfte as kreditwirdig, wéhrend Se in 5% dea File
fdschlich von Krediten dord. Be den Kunden, die sch spédter ds nicht
kreditwirdig herausstellten, hatte die Bank in der Hdfte der Féle ene postive, in
der anderen Héfte der Féle eine negative Auskunft gegeben. Die Bank warnt vor
eéner Kreditgewdhrung an Wackd. Wie hoch i die Wahrscheinlichkeit, dal’3 der
Kredit notleidend wird?
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Lbsung 7.7
Gegeben: Maogliche Umweltzustande:
s1 = Kredit wird nicht notleidend
sz = Kredit wird notleidend (Kreditausfal)
Apriori-Wahrscheinlichkeiten (Einschétzung Lieferant):
p(sy) =09
p(s;) =01
DatervBeobachtungert
y1=Auskunft Hausbank erklart Kunden fiir kreditwiirdig
y 2= A uskunft Haushank erklért Kunden fir nicht kreditwirdig
Likelihoods (Einschétzung Lieferant):
p(kreditwiirdig | nicht notleidend) = p(y 1| 1) = 0,95
p(kreditwirdig | notleidend) = p(y1| s) = 0,5
Gesucht: p(notleidend | nicht kreditwiirdig)
kreditwirdig | nicht kreditwirdig
Zusténde p(s) | Likeihoods ply;j1s)
nicht notleidend 09 095 0,05 S=1
notleidend 01 05 05 S=1
Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten p(yj, s):
Kredit nicht Kredit
nicht notleidend | p(y 1, s1) = p(s) *p(y1|s) |0.9*0,05=0,045
=0,9%0,95
=0,855
notleidend 0,05 0,05
Summe 0,905 = p(y,) 0,095=p(y o) S=1
Apogteriori-Wahrscheinlichkeiten p(s | y;):
Kredit nicht Kredit
nicht notleidend | p(s1 |y2) =p(y, )/ p(yy) | 0474
=0,855/0,905
=0,945
notleidend 0,055 0526
S=1 S=1

b Wahrscheinlichkeit, dal3 die getétigte V oraussage eintrifft:
p(notleidend | nicht kreditwiirdig) = 0,526 = 52,6%

Aufgabe 7.8

Im Herbst 1990 verdffentlichte Marylin vos Savant in ihrer Kolumne ,Fragen Se
Marylin® in der USamerikanischen Zeitschrift Parade folgende Denksport-
asfgdbe Be ena Fanseh-Spidshow geht der Kandidat vor drei verschlossenen
Turen. Er weil3 Der grof}e Preis, en Auto, wartet hinter einer der Tilren; hinter den
beiden anderen deht je e@ne Ziege Dea Kandidat gewinnt das Auto, wenn er die
richtige TUr offnet. Angenommen, er zeigt auf Tur Nr. 1. Der Quizmaster offnet
jedoch nicht diese, sondern dtatdessen Tir Nr. 3; eine Ziege wird sichtbar. Darauf
fragt der Quizmester den Kandidaten, ob er bei seiner Wahl —Tur Nr. 1 — bleben
oder lieber Nr. 2 wahlen wolle. Marylin behauptete, der Kandidat solle jetzt seine
Wahl @ndern; die Chance, dal} das Auto hinter TUr Nr. 2 stehe, sei doppelt so grofd
wie fur Tor Nr. 1. Diee Loésung fihrte zu ener monaeangen Lesarbrief-Flut, die
auch auf andere Zeitschriften Cbergriff, welche das Problem abdruckten. Die
meisten Leserbriefschreiber, darunter vide Mahematiker, bedtritten vehement die
Richtigkeit der Losung. — Was meinen Se? (Das Problem fuhrte zur Ver
offentlichung eines amiisanten populdrwissenschaftlichen Buches Uber das Denken
in Wahrscheinlichkeiten: von Randow 1992.)

Ldsung 7.8

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit wird angenommen, da3 sch der Kandidat
zunéchst fur Tir 1 entscheidet.

BExplizte Annahme:

- Der Moderator darf nicht die Ture 6ffnen, auf die der Kandidat zeigt.

- Der Moderator darf nicht die Tire 6ffnen, hinter der sich das Auto befindet.

- Der Moderator will zunichst ene andere Tir offnen, ds die, auf die der
Kandidat zeigt, um das Spid spannender zu gedtaten. Er will dem Kandidaten
damit weder helfen noch schaden.

Magliche Umwetzustande:

S, = Auto steht hinter Tir 1
S,= Auto steht hinter TUr 2
S= Auto steht hinter Tr 3

Apriori-Wahrscheinlichkeiten: P(S) =p(S) = p(S) =13
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DatervBeobachtungen:
¥ = Moderator 6ffnet Tir 2
¥ = Moderator 6ffnet Tir 3

(TUr 1 darf er nicht 6ffnen.)

Likdlihoods

p(x1]§) =1/2

p(x1|$) =0 (Wenn Auto hinter Tur 2, darf diese nicht vom Moderator
gedffnet werden.)

px | =1 (Wenn Auto hinter Tir 2, muf3 der Moderator Tir 3 6ffnen.)

Moderator Moderator
Zusténde p(§) | offnet Tr2 | offnet Tir 3
Auto hinter Tar 1 13 12 12 S=1
Auto hinter Tr 2 13 0 1 S=1
Auto hinter Tr 3 13 1 0 S=1

Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten p(x, §):

Moderator Moderator
Zusténde Offnet Tlr 2 Offnet Tar 3
Auto hinter TUr 1 1/6 1/6
Auto hinter TUr 2 0 1/3
Auto hinter TUr 3 1/3 0
S=1/2 S=1/2
Aposteriori Wahrscheinlichkeiten p(S | %):
Moderator Moderator
Zusténde Offnet TOr 2 offnet Tlr 3
Auto hinter TUr 1 1/3 1/3
Auto hinter TUr 2 0 2/3
Auto hinter TUr 3 2/3 0
S=1 S=1

Be enem Wechsd der gewsdhiten Tir nach dem Offnen der Tiren durch den
Moderator betrégt die  Gewinnwahrschenlichkeit
getndat wird (man bleibt bel Tir 1), betrégt die Gewinnwahrscheinlichkeit 1/3.
Also wird die Chance, das Auto zu gewinnen, bel einem Wechsd der Tur doppelt

o grofd,

2/3. Fdls die Wahl

Aufgabe 7.9

Die Drillinge Agathe, Bestrix und Carolin haben herausgefunden, dal3 eine von
ihnen zum Geburtstag von ihren Eltern en Auto bekommen wird, die beiden
anderen je eine Ziege. Agathe bestirmt ihren Vater, ihr zu sagen, wer das Auto
kriegt, doch der Vater weigert sch. Da sagt Agathe ,Wenn du mir schon nicht
sagen willgt, was ich bekomme, dann nenne mir doch wenigstens den Namen ang
von uns, die ene Ziege kriegt” Darauf |&% sch der Vater eén und sagt: ,Eine
Ziege it fur Carolin Dies hort Agathe gern, denn nun hat se eine 50-50-Chance
fur das Auto. Oder?

Lbsung7.9

Explizte Annahmen:

- Der Vater will auf keinen Fal die Information preisgeben, wer das Auto erhélt.
- Agathe geht davon aus, dal3 der Vater ihr nicht sagen will, was sie bekommt.

- DerVater lugt nicht.

Mogliche Unweltzustande:
S, = Agathe erhdt das Auto
S;=Beatrix erhdlt das Auto
S;= Carolin erhdlt das Auto
Apriori-Wahrscheinlichkeiten: p(S) =p(S) =p(S) =13
Daten/Beobachtungen:

x1= Vater sagt, Agathe erhdlt eine Ziege

X2 = Veter sagt, Bestrix erhét eine Ziege

x3=Vaer sagt, Carolin erhdt eine Ziege

Likelihoods:

p(x¥s) =0 (Wenn Agathe das Auto erhdlt, kann der Vaer nicht sagen, dal3
seedne Ziege erhdt.)

p(x¥2) =0 (Vater will nicht sagen, was Agathe erhdt, auch wenn dies nur
eneZiegeid.)

p(xi¥/2e) =0 .

p(xYa) = 112

p(x2¥22) =0

pOeYss) = 1 (Wenn Carolin das Auto erhdlt, kann der Vater nicht sagen, dal3
Caolin eine Ziege erhdt, e kann auch nicht Agathe sagen, dal3
se ene Ziege ehdt, da er ihr Uberhaupt nicht sagen will, was
usw. Agathe bekommt.)
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Zusténde pS) | x X2 X3

St Agathe erhélt Auto 13 0 12 | 112 [s=1
S Bestrix erhdt Auto 13 0 0 1 |S=1
S; Caralin erhdlt Auto 1/3 0 1 0 |Ss=1
Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten p(x;, S):

Zusténde X1 X2 X3

S, Agathe erhdt Auto 0 1/6 16

S, Beatrix erhédlt Auto 0 0 13

S; Cardlin erhdt Auto 0 1/3

S=0 | S=12 | S=12

Aposteriori Wahrscheinlichkeiten p(S | x):

Zusténde X1 X2 X3

S Agathe erhét Auto - 13 13

S Bestrix erhdt Auto - 0 213

S; Carolin erhélt Auto - 2/3 0

S=1 S=1

Agathes Wahrscheinlichkeit i nach wie vor 1/3, se hat dso kene zusizliche
Information bekommen.

Aufgabe 7.10

Zwanzig Personen snd zusammen auf einer Party. Schédtzen Se intuitiv die Wahr-
schenlichkeit dafir, dal? zwe oder mehrere von ihnen am gleichen Tag Geburtstag
haben. Anschlie?end berechnen Se den korrekten Wert unter der Annahme, dal?
dle Tage gleichwahrscheinlich sind.

Hinwels:

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 1 — p(Kein gemeinsamer Geburtstag)

und esgilt

p(Keingemeinsamer Geburtstag = 364/365 - 363/365 - 362/365 - ... - 346/365.

L6sung 7.10

Die Anzahl der Méglichkeiten fiir die Geburtstage von n Personen betrégt 365
Die Anzahl der Mdoglichkeiten, dald dle Partygéste an unterschiedlichen Tagen
Geburtdag haben, berechnet sich wiefolgt:

Fir die erste Person gibt es 365 Tage zur Auswahl. Fir die zweite Person gibt es
nur 365 minus dem Geburtstag der ersten Person Tage zur Auswahl und so weiter:

365 X(365- 1) X(365- 2) ... X(365- (n- 1))

Die Wahrscheinlichkeit, da3 n Personen unterschiedliche Geburtstage heben, be
trégt:
365:°364>363>...>(365- (n- 1))

365"

Die Wahrscheinlichkeit, da3 zwei oder mehr Personen an dem dleichen Tag
Geburtgag haben, it dann die Restwahrscheinlichkeit:

365864363 .. (365- (n- 1))
365"

1

Fir n = 20 betrégt die Wahrscheinlichkeit somit 0,4114 = 41,14%.

Aufgabe 7.11

In der Zetschrift ,,Management Focus® erschien 1984 ein Artikel, aus dem Dawes
(1988, S. 75) folgenden Ausschnitt zitiert.

Ergebnisse ener neuen Befragung von 74 letenden Managern deuten darauf hin, dal3
eine Beziehung zwischen dem Besitz von Haustieren in der Kindheit und zukinftigem
Karriere-Erfolg bestehen konnte.

Volle 94% der Manager, dle be den 500 grolken Unternehmen nach , Fortune®,
hatten as Kinder einen Hund, eine Katze oder beides be sessen. ...

Die Befragten behaupteten, dald der Besitz eines Haugtiers ihnen geholfen habe,
vide der postiven Charakterziige zu entwickeln, die se heute zu guten Managern
gemacht hétten, indesondere Verantwortungsgefthl, Einflhlungsvermdgen, Respekt
fur andere |ebende Wesen, Grol3ziigigkeit und gute Kommunikeationsfahigkeit.

(@ L&% schdie genannte These aus dem Befragungsergebnis rechtfertigen?

(b Angenommen, Sie schédizen, dad 70% dler Manager in ihrer Kindheit ein
Haudtier besessen haben und 10% dler Manager ene so gehobene Postion
ereichen wie die in der genannten Befragung. Wird die These von der
charakterprégenden Wirkung der Haudtiere bestétigt?
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L6sung 7.11

@

(b)

Nein. Aus de bedingten Wahrscheinlichkeit, da3 94% dler erfolgreichen
Maneager friher ein Haudtier hatten (p(Haugtier | Karriere)), kann nichts Uber
die bedingte Wahrschenlichkeit des ,Karrieremachens' unter der Bedingung,
dal3 man ein Haugtier hatte (p(Karriere | Haustier)), gesagt werden.

Gegeben: H = Haudtier
K = Kariere
p(H|K) =094
p(H) =0,7
p(K)=0,1

P

Gesucht:  Vergleich zwischen p(K |H) und p(K |H )

_ P(K,H) _ p(H [K) xp(K) _ 0,94>0,1

Also: p(K | H) o) o(H) 07 =0,134
— _ P(K,H) _ p(H|K)*(K) _ 006x0,1 _
p(K[H) = 0B o) =03 - 0,02

Offendgchtlich snd die Karierechancen mit einem Haudtier in der Kindheit
nur gering besser (13,4%) ds ohne ein solches (29%0).



